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1. Objetivo

El objetivo de este trabajo es hacer una simulacién de caos ambientada en
el problema de los tres cuerpos que interaccionan gravitacionalmente, usando la
ley de gravedad de Newton. Asi podremos, en este caso especifico calcular los
parametros de caos correspondientes.

2. Introduccion

El problema de los Tres Cuerpos, es un problema clasico de la fisica newto-
niana que puede ser definido de la siguiente forma:

Sean tres particulas que se atraen entre si de acuerdo con la ley de gravedad
de Newton, de tal forma que entre cada par de particulas hay una fuerza de
atraccion proporcional al producto de las masas de las particulas y a la inversa
del cuadrado de su distancia de separacion: estan libres de moverse en el espacio y
estan incialmente moviéndose de alguna manera dada; determinar el movimiento
subsecuente.

Este problema involucra 18 grados de libertad, pues para cada particula se
tiene un vector (tres componentes) para su posicién y otro para su momento.

2.1. Problema de Sitnikov

El problema de Sitnikov es un caso simple del problema de los Tres Cuerpos,
en el cual dos de los cuerpos tienen igual masa y el tercero tiene una masa despre-
ciable frente a éstos. Ademas se considerara el caso en el que ésta tercera masa
tiene su movimiento en el eje perpendicular al plano definido por el movimiento
de las otras dos, y que pasa por el centro de masa de éstos.



3. Tratamiento teodrico

3.1. Formalismo General del Problema de los Tres Cuer-
pos

Se pueden plantear las ecuaciones diferenciales que describen a este sistema a
partir de la definicion de fuerza gravitatoria o del hamiltoniano que lo describe.
Para definir el hamiltoniano correspondiente, consideremos tres cuerpos de masas
m1, ma y mg cuyas distancias relativas son ro3, 731 y 712. Sean las posiciones de las
masas los vectores (q1, G2, 43), (¢4, G5,96) ¥ (q7, s, o). Entonces la energia cinética
del sistema sera:

7= o (64 6 ) + g (a4 4 6E) + g (@424 i) ()

y considerando que la fuerza de atraccion entre m; y mo es Gm1m2r1_22, donde G
es la constante de gravitacion universal, entonces el potencial que le corresponde
es —Gmymary, . Asf pues tendremos la siguiente energfa potencial para el sistema:

(2)

maing msm; mims
V=-G ye ye

723 31 12

Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento del sistema seran:

oV
9qr

my, = (r=1,2,...,9) (3)

donde k es la parte entera de (r + 2) /3. Este sistema tiene 9 ecuaciones de se-
gundo orden, teniendo un orden total de 18.

Definiendo el momento como p, = m¢, podemos escribir el hamiltoniano de

la siguiente forma:
9. p?
H=> ——+V (4)

r=1 2mk

con lo que tendriamos las siguientes ecuaciones para describir al sistema:

. oH ) OH
qr = apT> br = _aqT (5)

Como se puede apreciar, estas 18 ecuaciones diferenciales no forman un sis-
tema muy sencillo de resolver algebraicamente, es mas, no se pueden resolver en
forma general para cualquier condicién inicial, ddndonos la posibilidad de tener
un caso en el cual sea sensible el sistema a condiciones iniciales, lo cual significaria
que constituyen un sistema caotico.



3.1.1. Reduccion del sistema

Lagrange mostré que el sistema planteado (eq. 5) se puede reducir de orden
18 a orden 6, con las siguientes consideraciones.

Como no hay fuerzas externas, podemos decir que el momento total serd una
constante del movimiento, y ademads se van a mover su centro de masa en linea
recta; este hecho se puede expresar con las siguientes 6 integrales del movimiento:

P1+patpr = ap
D2+ D5 +DpPs = a2 (6)
P3s+DPs+ DP9 = ag

miqr + mags +msqr — (p1 +pa +p7)t = ay
miqy + maqs +msqs — (P2 +ps +pg)t = a5 (7)
miqs + maqs +msqe — (D3 +ps +P9)t = ag

donde ai, as, ..., ag son constantes. De esta forma, el orden del sistema se
reduciria a 12. Del mismo modo se puede considerar el momento angular, puesto
que no hay ningun torque externo, lo que nos daria las se puede expresar con las
siguientes ecuaciones:

@1P2 — @2p1 + qaPs — @5Pa + qrPs — qsPpr = ax
G203 — q3p2 + gsPe — G6Ps + qsPy9 — qoPs = as (8)
q3P1 — q1P3 + QeP4 — qaDP6 + qoP7 — QP9 = Qg

donde a7, ag, ag son constantes. Con estas integrales se reduciria el sistema a
orden 9.

Luego, considerando que se tienen las posiciones respecto de un sistema de
coordenadas fijos, el dngulo azimutal de uno de los cuerpos y la posicién respecto
al plano fijo pueden ser coordenadas ignorables, lo cual reduce el sistema a orden
8.

Si se considera ahora que la energna total se conserva, pues el hamiltoniano
planteado es independiente del tiempo, se puede reducir con esa integral de la
energia y eliminando el tiempo, se puede reducir a orden 6 el sistema planteado.

3.2. Formalismo del problema de Sitnikov

Como se habfa mencionado en la introduccién (sec. 2.1), el problema de Sitni-
kov es una reduccion del caso general. Para hacer més sencillo el calculo numérico
se consideraran unidades tales que G = 1, y m = 1. Considerando que las masas
de los cuerpos dominantes sean m; = my = m/2, tienen un movimiento elipti-
co en torno a su centro de masa, con excentricidad e, y periodo 27. Entonces
el movimiento de un tercer cuerpo situado en el eje perpendicular al plano de
movimiento de las dos masas (plano zy) y que pase por el centro masa (por el
origen), estard restringido sélo a ese eje (el eje z).
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Si ponemos r(t) como la distancia de las dominantes al centro de masa, y con
las consideraciones anteriores, podemos definir el hamiltoniano que describe a la
masa en el eje z en términos de unidades de masa de la siguiente forma:

S S ©)

v
H(z,v,t) = 5 10

Del resultado de los dos cuerpos, se tiene que (considerando las unidades escogi-
das):
1—¢e?

_ o 2
m—l €COSQO+O(€) (10)

2r(p) =

Y el dngulo polar ¢ se puede poner en funcién del tiempo ¢, via la integral

t4r

0 V1 —62

Entonces con las ecuaciones (10) y (11) y descartando términos de orden e?
y mayores, obtenemos:

(11)

r(t)==(1—ecosp)+0 ( ) (12)

l\')lr—t

asi, el hamiltoniano (9) podré escribirse a primer orden en e, como:

v? 1 cost

H(z,v,t) = — — —e (13)

2 J241/4 4(2241/4)°

Como se puede ver, este hamiltoniano depende del tiempo y tiene periodo 2.
Las ecuaciones de movimiento para este hamiltoniano son:

2 =0 (14)
8 24
Vo= — : —e : cost (15)
(422 +1)%2 (4224 1)

Para e = 0 el sistema se vuelve independiente del tiempo y por lo tanto es
integrable, pero para e > 0 la dependencia explicita del tiempo hace que no
rompa la simetria temporal y no habran cantidades integrables convirtiendo al
problema en no integrable.



3.3. Indicadores de caos

Para poder decir que un sistema se comporta de manera cadtico hay ciertos
indicadores que deben medirse. Estos indicadores se mediran en simulaciones
numéricas de las ecuaciones planteadas.

3.3.1. Orbitas en el espacio de fase

Las érbitas en el espacio de fase de un sistema cadtico respecto a uno no
caotico son muy diferentes, puesto que en un caso que no hay caos se pueden
identificar érbitas cerradas definidas para un movimiento periédico.

3.3.2. Trayectorias en el espacio de configuraciones

La grafica de la trayectoria seguida por el cuerpo en funcién del tiempo, nos
puede dar una muy buena idea para identificar el tipo de movimiento que sigue,
es decir, si es cadtico o no. Pero ésto es solo para visualizar qué esta ocurriendo
de una forma aproximada, puesto que los indicadores numéricos son los que diran
si realmente hay caos o no.

3.3.3. Espectro de frecuencias

De todas formas, podria ser que una trayectoria aparentemente cadtica sea en
realidad una combinacion de muchas frecuencias definidas, y que a largo plazo
repita su movimiento. La herramienta mas adecuada en este caso es calcular
espectro via una transformada discreta de Fourier.

Considerando que z; = z(jAt) (con j = 1,...,n), dado que tp. = nAL;
usaremos la siguiente forma de la transformada de Fourier discreta,

) 1 & i)
B == ze (16)
V=

que es una discretizacién de una funcién de la frecuencia, z, = Z(kAf), con
Af =27 [tmax-
Entonces, se puede calcular

Ey, = |z|? (17)

que sera una funcion de la frecuencia que significa la potencia con la que esta pre-
sente esa frecuencia en la senal, y por eso picos seran las frecuencias presentes en
la senal de z;.



3.3.4. Funcion de autocorrelacion

La funcién de autocorrelacién nos ayuda a ver como se pierde la informa-
cién en la trayectoria. Sea (z) = XVz,/n y 2; = z; — (2), entonces se define la

autocorrelacién como: |
. (18)

i=1

C(mAt) = C,,

n

Si una senal cambia poco después de un intervalo mAt, los sumandos se re-

fuerzan y sale un valor significativo de C',,. En cambio, si es una senal erratica, los

sumandos se cancelaran eventualmente haciendo que C,, tenga valores pequenos
y ademas tienda a 0. En caso sea una senal periédica, C', también podra serlo.



4. Simulaciéon Numérica

4.1. Problema general de los Tres Cuerpos

La simulacién del problema de los tres cuerpos se hizo calculando en forma
numérica las ecuaciones de movimiento para las posiciones y velocidades. En
general el sistema de ecuaciones que habia que resolver es el planteado en (3),
que puesto en forma vectorial, y con ecuaciones de primer orden seria:

T =10
7‘_"2 == 172 (19)
F3 = _»3
01 = —Gma s — Gma e
._’2 = _Gml% - Gm3‘22__£3‘3 (20)
173 = Gm ‘_7:3_1‘1|3 Gm2 ‘7%3__7:,22‘3

El método numérico para realizar la simulacion fue incialmente el método de
Euler, que se explicara en la siguiente seccion.

Pero el método de Euler no es suficiente, asi que luego se usé el método de
Runge-Kutta (sec. 4.3).

4.2. Método de Euler

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, el método de
Euler es la primera aproximacion de soluciéon. Consideremos un sistema de N
variables y;, que dependen de t. Las ecuaciones diferenciales podran expresarse
de la siguiente forma:

Yi = filyr, g2, oynit)  i=1,...,N (21)

Escogiendo un paso de t pequeno (At) se puede usar la aproximacién de Euler,
con la cual, para calcular los valores de y; en el tiempo t+ At se necesitan conocer
en el tiempo t. La férmula seria:

Entonces para averiguar los valores de y; a cualquier ¢ basta conocer sus
valores iniciales (condiciones inciales a t = 0) y resolviendo iterativamente con
un paso At hasta llegar a ese valor de t.



4.3. Método de Runge-Kutta

El método de Runge-Kutta es un refinamiento del método de Euler. Usa para
cada paso, varios pasos intermedios que ayudan a disminuir el error. El método
que veremos sera el de cuarto orden, que fue el que se uso para los calculos.

En este caso consideraremos un sistema de una ecuacion diferencial, para N
ecuaciones, simplemente se aplica a cada una lo mismo, y se considera en el
argumento de la funcion diferencial, a todas ellas.

Sea la ecuacon diferncial

y=fly(),1) (23)

Considerando igualmente un paso At se podra hacer el calculo del valor de
y(t + At) con los siguientes pasos:

ko= At f(y(t),t)

k At
By = ALf(y(t) + 5t + )
k At
ks = Atf(yt) + 5+ )

k’4 = Atf(y(t) -+ k’g, t + At)

ke ks ks Kk
y(t+ At) = y(t) + El + 52 + 33 + 64 +O(A) (24)

De esta forma se obtiene un valor con una mejor aproximacion, de tal forma
que el error acumulado con las sucesivas iteraciones para calcular el valor de la
funcién a lo largo del tiempo disminuye respecto al método de Euler.

Ademas se puede hacer que controle el tamao del paso calculando el error en
cada paso, y exigiendo que no se exceda ese error, se puede aumentar o disminuir
ese paso, haciendo de Runge-Kutta, un método muy eficiente para la resolucion
de ecuaciones diferenciales.

4.4. Problema de Sitnikov

En el problema de Sitnikov sélo se tiene un sistema unidimensional, que nos
da un sistema de ecuaciones diferenciales, de segundo orden, que corresponde a
las ecuaciones (14) y (15). Asi pues, se procedi6 resolver el sistema con el método
de Runge-Kutta de orden 4. Luego se procedié a calcular los indicadores de caos
explicados en la seccion 3.3.



5. Resultados

5.1. Problema general de los Tres Cuerpos

Es muy dificil identificar un pardmetro cuya variaciéon nos pueda dar regime-
nes caoticos en el problema general de los tres cuerpos, puesto que tenemos mu-
chos grados de libertad y otras tantas constantes del movimiento. Entonces la
simulacion general fue de caracter demostrativo, para poder visualizar como se
comportaba en general el sistema con diferentes juegos de condiciones iniciales.

Cuerpo 1 ——
Cuerpo 2 -----
Cuerpo 3 ------

0

-2e+07
-4e4-07
-6e4-07
-8e+07
-le4-08
-1.2e+408

-5e+10

Figura 1: Trayectoria con condiciones iniciales arbitrarias (distancias en m).

Para la figura 1, se usaron los siguientes parametros y condiciones iniciales:

m; = 1x10%kg

7 = (—1,36364 x 10'°:1,99714;0)m
Uy = (0;—2729,45; —4,53377)m/s

my = 1x10%kg

7 = (1,36364 x 10";1,99714; 0)m
Uy = (0;27270,5;—4,53377)m/s

ms = 1x10%kg

7y = (8,63636 x 10";1,99714;0)m
vy = (0;—12729,5; —4,53377)m/s
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5.2. Problema de Sitnikov

En el problema de Sitnikov se tiene como tnico pardmetro la excentricidad
e, dos valores para las condiciones iniciales. Como se aprecia en las ecuaciones
(14) y (15), s6lo en caso de e # 0 hay la posibilidad de encontrar caos, pues para
e = 0 deja de depender del tiempo, volviéndose integrable.

Entonces, teniendo en consideracién que para e = 0 tenemos un caso no
caotico, se compararan los resultados para diferentes condiciones iniciales y e > 0
con casos en los que se tengan las mismas condiciones, pero e = 0.

5.2.1. Orbitas en el espacio de fase

Como se vid en la seccién 3.3.1, las drbitas en el espacio de fase son muy
importantes, aqui se presentan para el caso de e = 0,002, que siendo mayor pero
cercano a 0, se puede notar, presenta érbitas estables (figura 2), en cambio, para
e = 0,07 se tienen 6rbitas que no se cierran (figura 3). En todos los casos se tuvo
como condicién inicial para z el origen.

Figura 2: Orbitas en el espacio de fase, e = 0,002

Como se puede ver en la figura 3 no para todos los casos de e = 0,07 se tienen
trayectorias en el espacio de fase no cerradas, puesto que para los valores bajos
de v, no se consigue al parecer un régimen cadtico.

5.2.2. Trayectorias en el espacio de configuraciones

En la seccién 3.3.2 se vié que las trayectorias nos pueden ayudar a visualizar
el movimiento y tratar de discriminar visualmente los casos en los que hay y
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Figura 3: Orbitas en el espacio de fase, e = 0,07

no caos. Se presentan las trayectorias para el caso de v = 1,82. En la figura 4
podemos ver claramente la periodicidad del movimiento. En cambio en las figuras
5y 6 se aprecia como no se puede extraer ningin tipo de periodicidad.

5.2.3. Espectro de frecuencias

Como se vi6 en la seccion 3.3.3 el espectro de Fourier nos da un indicador que
nos dice si hay o no periodicidad en el movimiento, cosa muy importante para
identificar el caos. Entonces, presentaremos algunos espectros, para diferentes
valores de e. Tanto para e = 0 (figura 7) podemos ver claros picos (son varios
puesto que no es un movimiento arménico simple) que nos indican la presencia
de frecuencias en el movimiento. En cambio para e = 0,06 (figura 8) y e = 0,07
(figura 9) con diferentes condiciones iniciales, se ve “ruido”, lo que nos indica que
no hay ningin tipo de periodicidad.

5.2.4. Funcién de autocorrelacién

En la seccién 3.3.4 se vié que la funcion de autocorrelacion definida por la
ecuacién (18), es otra forma de ver si los cambios en una senial en general son
erraticos o no. Calculada la autocorrelacion para diferentes valores de e, podemos
ver que en el caso de e = 0 (figura 10) se cumple lo predicho en la seccién 3.3.4,
que siendo periédico, la autocorrelacién lo seria también. En cambio, se puede
ver como la funcién de autocorrelacion tiende a disminuir conforme aumenta el
tiempo en el caso de e = 0,07 (figura 11).
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t

Figura 4: Trayectoria para e = 0

| | | | il
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
t

Figura 5: Trayectoria para e = 0,06
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Figura 6: Trayectoria para e = 0,07
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Figura 7: Espectro para e = 0
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0 0.5 1 1.5 2

Frecuencia

Figura 8: Espectro para e = 0,06

-10 L L L
0 0.5 1 1.5 2

Frecuencia

Figura 9: Espectro para e = 0,07
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Figura 10: Autocorrelacién para e = 0
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Figura 11: Autocorrelacién para e = 0,07
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6. Conclusiones

Después de este trabajo lo que se puede concluir es que en el problema de los
tres cuerpos se tienen muchos casos en los cuales hay caos, pero en el que es mas
sencillo visualizarlo y parametrizarlo es en el caso del problema de Sitnikov.

En el problema de Sitnikov podemos concluir que el tinico parametro impor-
tante para determinar si hay o no caos, es la excentrisidad del movimiento de
las primarias, que determinaran el tipo de movimiento al que se someta el tercer
cuerpo.
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